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� 1. Ââåäåíèå è ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ñïåêòðîì ñòåïåíåé DgSp(A) ñ÷åòíîé àëãåáðàè÷åñêîé ñòðóêòóðû A
íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî òüþðèíãîâûõ ñòåïåíåé x, äëÿ êîòîðûõ ñòðóêòóðà

A èìååò x-âû÷èñëèìóþ èçîìîð�íóþ êîïèþ, íîñèòåëåì êîòîðîé ÿâëÿåò-

ñÿ ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N. Êëàññ àëãåáðàè÷åñêèõ ñòðóêòóð C

íàçûâàåòñÿ ñïåêòðàëüíî óíèâåðñàëüíûì, åñëè äëÿ ëþáîé ñ÷åòíîé àëãåá-

ðàè÷åñêîé ñòðóêòóðû A êîíå÷íîé (èëè âû÷èñëèìîé) ñèãíàòóðû ñóùåñòâó-

åò ñòðóêòóðà C ∈ C òàêàÿ, ÷òî DgSp(A) = DgSp(C). Èçó÷åíèå âîïðîñîâ
êîíñòðóêòèâíîé óíèâåðñàëüíîñòè êëàññîâ àëãåáðàè÷åñêèõ ñòðóêòóð (â òîì

÷èñëå, ñïåêòðàëüíîé óíèâåðñàëüíîñòè) áûëî íà÷àòî â ðàáîòå [1℄. Â ÷àñò-

íîñòè, áûëà óñòàíîâëåíà ñïåêòðàëüíàÿ óíèâåðñàëüíîñòü ñëåäóþùèõ åñòå-

ñòâåííûõ êëàññîâ ñòðóêòóð: íåîðèåíòèðîâàííûõ ãðà�îâ, ÷àñòè÷íûõ ïî-

ðÿäêîâ, ðåøåòîê, öåëîñòíûõ êîëåö, êîììóòàòèâíûõ ïîëóãðóïï, 2-ñòóïåííî
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íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï. Êðîìå òîãî, â ðàáîòå [2℄ áûëà óñòàíîâëåíà óíèâåð-

ñàëüíîñòü êëàññà ïîëåé.

Â òîæå ñàìîå âðåìÿ íåêîòîðûå åñòåñòâåííûå êëàññû ñòðóêòóð íå ÿâëÿ-

þòñÿ ñïåêòðàëüíî óíèâåðñàëüíûìè, íàïðèìåð, ëèíåéíûå ïîðÿäêè è ñòðóê-

òóðû ýêâèâàëåíòíîñòè. Íå-óíèâåðñàëüíîñòü êëàññà ëèíåéíûõ ïîðÿäêîâ ñëå-

äóåò èç ðàáîòû Ë. Äæ. �èõòåð [3℄, ïðè÷åì ïðè äîêàçàòåëüñòâå èñïîëüçó-

åòñÿ âàæíàÿ îñîáåííîñòü ëèíåéíûõ ïîðÿäêîâ: ðàçðåøèìîñòü ýêçèñòåíöè-

àëüíîé òåîðèè ëþáîãî ëèíåéíîãî ïîðÿäêà 
 âûäåëåííûì â íåì êîíå÷íûì

÷èñëîì êîíñòàíò (re
ursive embeddability 
ondition). Íåòðóäíî çàìåòèòü,

÷òî ñòðóêòóðû ýêâèâàëåíòíîñòè îáëàäàþò òåì æå ñâîéñòâîì, ïîýòîìó èç

äîêàçàòåëüñòâà Ë. Äæ. �èõòåð ñëåäóåò òàêæå è íåóíèâåðñàëüíîñòü ñòðóê-

òóð ýêâèâàëåíòíîñòè.

Â äàííîé ðàáîòå áóäåò äîêàçàíî, ÷òî åñëè ðàññìàòðèâàòü îòíîøåíèÿ

ëèíåéíîãî ïîðÿäêà è ýêâèâàëåíòíîñòè âìåñòå íà îäíîì íîñèòåëå, òî ìû

ïîëó÷èì ñïåêòðàëüíî óíèâåðñàëüíûé êëàññ ñòðóêòóð.

Èç ïîõîæèõ ðåçóëüòàòîâ ìîæíî óïîìÿíóòü ñïåêòðàëüíóþ óíèâåðñàëü-

íîñòü äâóõ îòíîøåíèé ýêâèâàëåíòíîñòè (Å. Á. Ôîêèíà [4℄, Ä. À. Òóñó-

ïîâ [5℄, Ì. È. Ìàð÷óê [6℄), äâóõ óíàðíûõ �óíêöèé (Î. Â. Êóäèíîâ, Â. Ë. Ñå-

ëèâàíîâ, ñì. [7℄), áóëåâûõ àëãåáð ñ îäíîìåñòíûì ïðåäèêàòîì (Ï. Å. Àëàåâ,

ñì. [7℄), êîíòàêòíûõ è ìîäàëüíûõ àëãåáð (Í. À. Áàæåíîâ [8℄, [9℄), à òàêæå

ñïåêòðàëüíóþ óíèâåðñàëüíîñòü ëèíåéíûõ ïîðÿäêîâ ñ áèíàðíûì îòíîøå-

íèåì (Ì. Â. Çóáêîâ, À. Í. Ôðîëîâ [10℄). Ïîñëåäíèé ðåçóëüòàò óòî÷íÿåòñÿ

ñëåäóþùåé òåîðåìîé.

� 2. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ

Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáîé áèíàðíîé îïåðàöèè ∗ íà ìíîæåñòâå íàòó-

ðàëüíûõ ÷èñåë N ñóùåñòâóåò îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ∼ íà ìíîæåñòâå

ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q, òàêîå, ÷òî

DgSp(N, ∗) = DgSp(Q, <,∼).

Çäåñü ïîä < ïîíèìàåòñÿ ñòàíäàðòíîå ëèíåéíîå óïîðÿäî÷åíèå ðàöèîíàëü-

íûõ ÷èñåë.

Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû îñíîâàíà íà èñïîëüçîâàíèè ïåðåìåøàí-

íûõ ñóìì ëèíåéíûõ ïîðÿäêîâ (shu�e sum), ïðèìåíåíèå äàííîé òåõíèêè

ïðè èññëåäîâàíèè ñïåêòðîâ ñòåïåíåé ìîæíî òàêæå íàéòè â ðàáîòàõ [10℄,

[11℄ è [12℄. Êðîìå òîãî, èñïîëüçóþòñÿ èäåè è ìåòîäû ýëåìåíòàðíîé èí-

òåðïðåòàöèè ñòðóêòóð, ðàçâèòûå ñ öåëüþ äîêàçàòåëüñòâà íàñëåäñòâåííîé
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íåðàçðåøèìîñòè òåîðèè êëàññà êîíå÷íûõ ëèíåéíûõ ïîðÿäêîâ ñ ýêâèâà-

ëåíòíîñòüþ è åå îãðàíè÷åííûõ �ðàãìåíòîâ, â ÷àñòíîñòè, èç [13℄ (ïðåäëî-

æåíèå 8.6.10), à òàêæå èç ñòàòüè [14℄, â êîòîðîé íàéäåíà áåñïàðàìåòðè-

÷åñêàÿ Σ1-èíòåðïðåòàöèÿ ñòðóêòóð â ëèíåéíûõ ïîðÿäêàõ ñ ýêâèâàëåíòíî-

ñòüþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòêðûòûå è çàìêíóòûå èíòåðâàëû íà ìíîæåñòâå ðà-

öèîíàëüíûõ ÷èñåë Q âñþäó íèæå áóäóò îáîçíà÷àòüñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Q(a, b) = {u ∈ Q | a < u < b},

Q[a, b] = {u ∈ Q | a ≤ u ≤ b}.

Êîíöàìè èíòåðâàëîâ a, b â íàøåì äîêàçàòåëüñòâå áóäóò ÿâëÿòüñÿ òîëüêî

ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà.

Âû÷èñëèìî ðàçîáüåì ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíûõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë

íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ çàìêíóòûå èíòåðâàëû ïëîòíûì îáðàçîì. Äðóãèìè

ñëîâàìè, ïóñòü

Q+ =
∑

q∈Q

Q[aq, dq]

äëÿ íåêîòîðûõ âû÷èñëèìûõ �óíêöèé q 7→ aq è q 7→ dq òàêèõ, ÷òî aq < dq
äëÿ âñåõ q ∈ Q. Çäåñü ìû èñïîëüçóåì çíàê ñóììû

∑
, ÷òîáû ïîä÷åðêíóòü,

÷òî èìååò ìåñòî óïîðÿäî÷åííîå ñëîæåíèå â ñìûñëå ëèíåéíûõ ïîðÿäêîâ. Â

÷àñòíîñòè, äëÿ âñåõ q, q′ ∈ Q èìååì

q < q′ =⇒ 0 < aq < dq < aq′ < dq′.

Êðîìå òîãî, ðàçîáüåì âû÷èñëèìûì îáðàçîì êàæäûé èç èíòåðâàëîâ

Q[aq, dq], q ∈ Q, äâóìÿ äîïîëíèòåëüíûìè ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè:

aq < bq < cq < dq.

Êàæäîìó îòðèöàòåëüíîìó ÷èñëó r ∈ Q−
ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå (òàê-

æå ïëîòíûì îáðàçîì) îäèí èç èíòåðâàëîâ Q[aq, dq], q ∈ Q, òî åñòü çà�èê-

ñèðóåì âû÷èñëèìóþ �óíêöèþ s(r) òàêóþ, ÷òî äëÿ âñåõ îòðèöàòåëüíûõ

ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë r′ < r′′ < 0 è êàæäîãî q ∈ Q ñóùåñòâóåò îòðèöàòåëü-

íîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî r ∈ Q−
, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî r′ < r < r′′ è

s(r) = q.

Íàêîíåö, çàêîí÷èì ïîäãîòîâèòåëüíóþ ÷àñòü äîêàçàòåëüñòâà íàçíà÷å-

íèåì êàæäîé ïàðå (x, y) ∈ N2
áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà èíòåðâàëîâQ[aq, dq]½

q ∈ Q. Ìû ýòî òàêæå ìîæåì ïðîèçâåñòè âû÷èñëèìî è âñþäó ïëîòíî. Èìå-

åòñÿ â âèäó, ÷òî ìû �èêñèðóåì âû÷èñëèìóþ �óíêöèþ t : q 7→ (x, y) òàêóþ,
÷òî äëÿ âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë q′ < q′′ è êàæäîé ïàðû (x, y) ∈ N2

ñóùå-

ñòâóåò q ∈ Q, q′ < q < q′′, äëÿ êîòîðîãî èìååò ìåñòî t(q) = (x, y).
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�àçîáüåì òåïåðü ìíîæåñòâî Q íà êëàññû ýêèâèâàëåíòíîñòè, àâòîìàòè-

÷åñêè îïðåäåëÿÿ ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâóþùåå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè

∼.

• Êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè Az äëÿ �èêñèðîâàííîãî z ∈ N åñòü îáúåäè-

íåíèå ñëåäóþùèõ îòêðûòûõ èíòåðâàëîâ:

1. Q(aq, bq), åñëè t(q) = (z, y) äëÿ íåêîòîðîãî y ∈ N;

2. Q(bq, cq), åñëè t(q) = (x, z) äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ N;

3. Q(cq, dq), åñëè t(q) = (x, y) è z = x ∗ y äëÿ íåêîòîðûõ x, y ∈ N.

Çàìåòèì, ÷òî êëàññû Az, z ∈ N, ïîëíîñòüþ èñ÷åðïûâàþò âñå ïîëî-

æèòåëüíûå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà, íå ðàâíûå ÷èñëàì aq, bq, cq, dq äëÿ

q ∈ Q.

• Êëàññ Bq äëÿ �èêñèðîâàííîãî q ∈ Q åñòü îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî

ìíîæåñòâà {aq, bq, cq, dq} ñ ìíîæåñòâîì âñåõ îòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë r,

äëÿ êîòîðûõ èìååò ìåñòî s(r) = q. ßñíî, ÷òî òàêèì îáðàçîì ìû

èñ÷åðïàåì âñå íåíóëåâûå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà.

• Êëàññ {0}. Åäèíñòâåííûé êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè, ñîñòîÿùèé èç îä-

íîãî ýëåìåíòà.

Îòìåòèì, ÷òî â ïîëó÷åííîé ñòðóêòóðå (Q, <,∼) ìíîæåñòâà A =
⋃

z∈NAz

è B =
⋃

q∈QBq ýêçèñòåíöèàëüíî îïðåäåëèìû 
 ïàðàìåòðîì 0: �îðìóëà

∃r(r < 0& r ∼ u)

èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà u ∈ B =
⋃

q∈QBq, à ñïðàâåäëè-

âîñòü �îðìóëû

∃r, v1, v2 6∼ u(r < 0 < v1 < u < v2& r ∼ v1 ∼ v2)

ýêâèâàëåíòíà u ∈ A =
⋃

z∈NAz.

Êðîìå òîãî, �îðìóëà

∃u ∈ Ax∃v ∈ Ay∃w ∈ Az∃a ∼ b ∼ c ∼ d ∈ B(0 < a < u < b < v < c < w < d)

îïðåäåëÿåò áèíàðíóþ îïåðàöèþ íà A-êëàññàõ ýêèâàëåíòíîñòè Ax∗Ay = Az.

ßñíî, ÷òî òîãäà Ax ∗Ay = Ax∗y äëÿ âñåõ x, y ∈ N. Ïîýòîìó èñõîäíàÿ ñòðóê-

òóðà (N, ∗) ý��åêòèâíî èíòåðïðåòèðóåòñÿ â ëþáîé èçîìîð�íîé êîïèè ïî-

ñòðîåííîé ñòðóêòóðû (Q, <,∼). Òåì áîëåå, èìååì

DgSp(Q, <,∼) ⊆ DgSp(N, ∗).
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Îáðàòíîå âêëþ÷åíèå

DgSp(N, ∗) ⊆ DgSp(Q, <,∼)

áóäåò ñëåäîâàòü èç êîíñòðóêòèâíîñòè íàøåãî ïîñòðîåíèÿ, îäíàêî äëÿ ýòîãî

òðåáóåòñÿ ïðîâåðèòü êîððåêòíîñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ (N, ∗) 7→ (Q, <,∼) íà
òèïàõ èçîìîð�èçìà ñòðóêòóð.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (N, ∗) ∼= (N, ∗′) ïîñðåäñòâîì èçîìîð�èçìà f , òî åñòü

f � ïåðåñòàíîâêà ìíîæåñòâà N òàêàÿ, ÷òî

f(x ∗ y) = f(x) ∗′ f(y)

äëÿ âñåõ x, y ∈ N.

Óñòàíîâèì, ÷òî (Q, <,∼) ∼= (Q, <,∼′), ãäå ∼′
ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýê-

âèâàëåíòíîñòè, êëàññàìè ýêâèâàëåíòíîñòè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ êëàññû {0},
Bq, q ∈ Q, è êëàññû A′

z, z ∈ N, ïðè÷åì êàæäûé êëàññ A′

z åñòü îáúåäèíåíèå

ñëåäóþùèõ èíòåðâàëîâ:

1. Q(aq, bq), åñëè t(q) = (z, y) äëÿ íåêîòîðîãî y ∈ N;

2. Q(bq, cq), åñëè t(q) = (x, z) äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ N;

3. Q(cq, dq), åñëè t(q) = (x, y) è z = x ∗′ y äëÿ íåêîòîðûõ x, y ∈ N.

Â ñèëó âûáîðà �óíêöèè t(q) ñòàíäàðòíîé ÷åëíî÷íîé òåõíèêîé ìû ìî-

æåì ïîñòðîèòü âîçðàñòàþùóþ áèåêöèþ g : Q → Q òàêóþ, ÷òî äëÿ âñåõ

q ∈ Q âûïîëíåíà èìïëèêàöèÿ

t(q) = (x, y) =⇒ t(g(q)) = (f(x), f(y)).

(Çäåñü è äàëåå ìû îïóñêàåì îïèñàíèå ïîøàãîâîãî ïîñòðîåíèÿ òàêîé áèåê-

öèè. Áîëåå ïîäðîáíîå îïèñàíèå ÷åëíî÷íîãî ïîñòðîåíèÿ äëÿ ïîõîæåé ñòðóê-

òóðû ïðèâåäåíî â ðàáîòå [10℄).

Òåïåðü ìîæåì îïðåäåëèòü êóñî÷íî-ëèíåéíî âîçðàñòàþùóþ áèåêöèþ h :
Q+ → Q+

òàêóþ, ÷òî

h(aq) = ag(q), h(bq) = bg(q), h(cq) = cg(q) è h(dq) = dg(q)

äëÿ âñåõ q ∈ Q. Òîãäà èç ðàâåíñòâà f(x ∗ y) = f(x) ∗′ f(y) ñëåäóåò, ÷òî
äëÿ êàæäîãî z ∈ N �óíêöèÿ h áóäåò áèåêòèâíî îòîáðàæàòü ∼-êëàññ Az íà

∼′
-êëàññ A′

f(z).

Äåéñòâèòåëüíî, �óíêöèÿ h îòîáðàæàåò èíòåðâàë Q(aq, bq) ⊆ Az, t(q) =
(z, y), íà èíòåðâàë Q(ag(q), bg(q)) ⊆ A′

f(z), òàê êàê t(g(q)) = (f(z), f(y)). Àíà-

ëîãè÷íî, (b, c)-èíòåðâàëû êëàññà Az áóäóò îòîáðàæàòüñÿ íà (b, c)-èíòåðâàëû

ISSN 1560-750X

Ìàòåìàòè÷åñêèå òðóäû, 2026, Òîì 29, � 1, C. 79-95

Mat. Trudy, 2026, V. 29, N. 1, P. 79-95



Êàëèìóëëèí È.Ø. 85

êëàññà A′

f(z). Íàêîíåö, èíòåðâàëû Q(cq, dq) ⊆ Az, t(q) = (x, y), z = x ∗ y,

áóäóò îòîáðàæàòüñÿ íà èíòåðâàëû Q(cg(q), dg(q)) ⊆ A′

f(z), òàê êàê t(g(q)) =

(f(x), f(y)) è f(z) = f(x) ∗′ f(y).
Ñâîéñòâà �óíêöèè s(r) ïîçâîëÿþò íàì ïðèìåíèòü ÷åëíî÷íîå ïîñòðîå-

íèå åùå ðàç, äîîïðåäåëÿÿ h äî âîçðàñòàþùåé áèåêòèâíîé �óíêöèè íà âñåì

Q òàê, ÷òîáû h(0) = 0 è äëÿ êàæäîãî îòðèöàòåëüíîãî ÷èñëà r ∈ Q−
èìåëî

ìåñòî s(h(r)) = g(s(r)). Çàìåòèì, ÷òî ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî

èìïëèêàöèè

s(r) = q =⇒ s(h(r)) = g(q).

Òîãäà äëÿ êàæäîãî q ∈ Q ðàñøèðåííàÿ �óíêöèÿ h áóäåò áèåêòèâíî îòîá-

ðàæàòü ∼-êëàññ Bq íà ∼′
-êëàññ Bg(q). Òàêèì îáðàçîì, èìååì

u ∼ v ⇐⇒ h(u) ∼′ h(v),

äëÿ âñåõ u, v ∈ Q, òàê ÷òî h ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì èçîìîð�èçìîì (Q, <,∼)
íà (Q, <,∼′).

Êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, êîíñòðóêòèâíîñòü ïîñòðîåíèÿ (Q, <,∼) ïîç-
âîëÿåò òåïåðü ñäåëàòü âûâîä î ðàâåíñòâå ñïåêòðîâ ñòåïåíåé ñòðóêòóð (N, ∗)
è (Q, <,∼).

Èç äîêàçàííîé ñïåêòðàëüíîé óíèâåðñàëüíîñòè àëãåáðàè÷åñêèõ ñòðóê-

òóð âèäà (Q, <,∼) íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî ñïåêòðàìè ñòåïåíåé òàêèõ ñòðóê-
òóð ìîãóò áûòü ñëåäóþùèå èçâåñòíûå ñïåêòðû ñòåïåíåé (ïðèâåäåííûé

ñïèñîê äàëåêî íå ïîëíûé).

Ñëåäñòâèå 2. 1. Äëÿ êàæäîé òüþðèíãîâîé ñòåïåíè a ñóùåñòâóåò

îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ∼ íà Q òàêîå, ÷òî

DgSp(Q, <,∼) = {x | x ≥ a}.

2. Åñëè òüþðèíãîâà ñòåïåíü b ïåðå÷èñëèìà, a ≥ b è a′ = b′
, òî

DgSp(Q, <,∼) = {x | x 6≤ a}

äëÿ íåêîòîðîãî îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè ∼ íà Q. Çäåñü ÷åðåç a′

è b′
îáîçíà÷àþòñÿ òüþðèíãîâû ñêà÷êè ñòåïåíåé a è b.

3. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîíñòðóêòèâíîãî îðäèíàëà α ñóùåñòâóåò îòíîøå-

íèå ýêâèâàëåíòíîñòè ∼ íà Q òàêîå, ÷òî

DgSp(Q, <,∼) = {x | x(α+1) ≥ 0(α+2)}.

Çäåñü ïîä x(β)
ïîíèìàåòñÿ β-ÿ èòåðàöèÿ òüþðèíãîâîãî ñêà÷êà.
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4. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîíñòðóêòèâíîãî îðäèíàëà α ñóùåñòâóåò îòíîøå-

íèå ýêâèâàëåíòíîñòè ∼ íà Q òàêîå, ÷òî

DgSp(Q, <,∼) = {x | x(α+1) > 0(α+1)}.

5. Äëÿ íåêîòîðîãî îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè ∼ íà Q 
ïåêòð ñòåïåíåé

ñòðóêòóðû (Q, <,∼) ìîæåò ñîñòîÿòü â òî÷íîñòè èç ãèïåðèìóííûõ

ñòåïåíåé.

6. Äëÿ íåêîòîðîãî îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè ∼ íà Q 
ïåêòð ñòåïåíåé

ñòðóêòóðû (Q, <,∼) ìîæåò ñîñòîÿòü â òî÷íîñòè èç íå-ãèïåðàðè�-

ìåòè÷åñêèõ ñòåïåíåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. (1). Ñóùåñòâîâàíèå ñïåêòðà ñòåïåíåé âèäà {x | x ≥
a} ñëåäóåò èç [3℄.

(2). Ñëó÷àé a = b = 0 ñëåäóåò èç [15℄ èëè [16℄. ×óòü áîëåå îáùèé ñëó-

÷àé b = 0 ñëåäóåò èç [17℄. Ñëó÷àé a = b ñëåäóåò èç [18℄. Ñóùåñòâîâàíèå

óêàçàííîãî ñïåêòðà ñòåïåíåé â îáùåì ñëó÷àå ñëåäóåò èç [19℄. Òàì æå óñòà-

íàâëèâàåòñÿ, ÷òî ñïåêòðà ñòåïåíåé àëãåáðàè÷åñêîé ñòðóêòóðû {x | x 6≤ a}
ïðè a = 0′′

íå ñóùåñòâóåò. Ïðè ýòîì âîïðîñ �. Äîóíè [20℄ î ñóùåñòâîâà-

íèè ëèíåéíîãî ïîðÿäêà ñ óêàçàííûì ñïåêòðîì ñòåïåíåé îòêðûò äàæå äëÿ

ñëó÷àÿ a = b = 0 .

(3) è (4). Ñëåäóåò èç [21℄. Ïðè ýòîì äëÿ ñëó÷àÿ α ≥ 1 â ñèëó ðåçóëüòà-

òîâ èç [11℄ ïðè çàìåíå ñòàíäàðòíîãî ïîðÿäêà < íà íåïëîòíûé ëèíåéíûé

ïîðÿäîê ìîæíî îáîéòèñü áåç îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè (èëè, íàïðèìåð,

ñ÷èòàòü îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè òðèâèàëüíûì: x ∼ y ⇐⇒ x = y).

Äëÿ ñëó÷àÿ α = 0 ñïåêòð ñòåïåíåé èç (3) íå ðåàëèçóåì îäíèì îòíîøåíè-

åì ëèíåéíîãî ïîðÿäêà [22℄. Îòêðûòûé âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ëèíåéíîãî

ïîðÿäêà ñî ñïåêòðîì ñòåïåíåé èç (4) ïðè α = 0 ïîñòàâëåí â [7℄.

(5). Ñëåäóåò èç [23℄.

(6). Ñëåäóåò èç [24℄. Òàê êàê óêàçàííûé ñïåêòð ñòåïåíåé áëèçîê ñïåêòðó èç

(4), ìîæíî, îòêàçàâøèñü îò ñòàíäàðòíîãî ëèíåéíîãî ïîðÿäêà íàQ, ñ÷èòàòü

îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè òðèâèàëüíûì.

Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ëåãêî ñëåäóåò òàêæå, ÷òî óêàçàííûå êëàñ-

ñû òüþðèíãîâûõ ñòåïåíåé ðåàëèçóþòñÿ òàêæå è êàê ñïåêòðû îòíîøåíèÿ

ýêâèâàëåíòíîñòè DgSp(Q,<)(∼) îòíîñèòåëüíî ðàçëè÷íûõ êîíñòðóêòèâèçà-

öèé ïëîòíîãî ëèíåéíîãî ïîðÿäêà (Q, <) [25℄.
Êàê è â ïðåîáðàçîâàíèÿõ ìåæäó ðàçëè÷íûìè êëàññàìè ñòðóêòóð èç [1℄

ïîñòðîåííîå â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû ïðåîáðàçîâàíèå (N, ∗) 7→ (Q, <,∼)
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ñîõðàíÿåò íå òîëüêî ñïåêòðû ñòåïåíåé, íî è íåêîòîðûå äðóãèå àëãîðèò-

ìè÷åñêèå ñâîéñòâà ñòðóêòóðû. Íàïðèìåð, îíî ñîõðàíÿåò àëãîðèòìè÷å-

ñêóþ ðàçìåðíîñòü, òî åñòü ÷èñëî âû÷èñëèìî íå èçîìîð�íûõ ìåæäó ñî-

áîé êîíñòðóêòâèçàöèé ñòðóêòóðû. Èç ðàáîòû [26℄ ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî

n ∈ N ∪ {∞} ñóùåñòâóåò àëãåáðàè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà àëãîðèòìè÷åñêîé ðàç-

ìåðíîñòè n.

Ñëåäñòâèå 3. Äëÿ ëþáîãî n ∈ N ∪ {∞} ñóùåñòâóåò îòíîøåíèå ýê-

âèâàëåíòíîñòè ∼ òàêîå, ÷òî ñòðóêòóðà (Q, <,∼) èìååò àëãîðèòìè÷åñêóþ
ðàçìåðíîñòü n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîãî x ∈ N ïóñòü

αx =
aq + bq

2
,

ãäå q � ïîäõîäÿùåå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî t(q) = (x, y) äëÿ íåêîòî-
ðîãî y ∈ N. ßñíî, ÷òî òîãäà αx ∈ Ax âíå çàâèñèìîñòè îò çàäàííîé áèíàðíîé

îïåðàöèè ∗.
Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî èñõîäíàÿ îïåðàöèÿ ∗ îäíîçíà÷-

íî âîññòàíàâëèâàåòñÿ èç (Q, <,∼) ïîñðåäñòâîì ýêçèñòåíöèàëüíîãî óñëîâèÿ

∃u ∼ αx∃v ∼ αy∃w ∼ αx∗y∃a ∼ b ∼ c ∼ d ∈ B(0 < a < u < b < v < c < w < d).

Ïîýòîìó, åñëè ìåæäó âû÷èñëèìûìè ñòðóêòóðàìè àëãîðèòìè÷åñêîé ðàç-

ìåðíîñòè n

(N, ∗′) ∼= (N, ∗′′) ∼= · · · ∼= (N, ∗(n))

íå èìååòñÿ âû÷èñëèìîãî èçîìîð�èçìà, òî ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè ñòðóê-

òóðàìè

(Q, <,∼′) ∼= (Q, <,∼′′) ∼= · · · ∼= (Q, <,∼(n))

âû÷èñëèìîãî èçîìîð�èçìà ñóùåñòâîâàòü òàêæå íå ìîæåò. Äåéñòâèòåëüíî,

èíà÷å ëþáîé âû÷èñëèìûé èçîìîð�èçì

ι : (Q, <,∼(i)) −→ (Q, <,∼(j))

ïðè 1 ≤ i < j ≤ n èíäóöèðîâàë áû âû÷èñëèìûé èçîìîð�èçì

κ : (N, ∗(i)) −→ (N, ∗(j)),

îïðåäåëåííûé ïî ïðàâèëó ακ(x) ∼
(j) ι(αx).

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî (M,<M ,∼M) � ïðîèçâîëüíàÿ âû÷èñëèìàÿ

ñòðóêòóðà, èçîìîð�íàÿ (Q, <,∼′). Äîêàæåì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî i, 1 ≤ i ≤
n, ñóùåñòâóåò âû÷èñëèìûé èçîìîð�èçì ìåæäó (Q, <,∼(i)) è (M,<M ,∼M).
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Äëÿ ýòîãî çà�èêñèðóåì åäèíñòâåííûé îäíîýëåìåíòíûé êëàññ ∼M
-ýê-

âèâàëåíòíîñòè {0M} ⊆ M ; ïåðå÷èñëèìîå ìíîæåñòâî AM ⊆ M , ñîñòîÿùåå

èç âñåõ ýëåìåíòîâ u ∈ M , äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî

∃r, v1, v2 6∼
M u(r <M 0M <M v1 <

M u <M v2 & r ∼M v1 ∼
M v2);

à òàêæå ïåðå÷èñëèìîå ìíîæåñòâî BM ⊆ M , ñîñòîÿùåå èç ýëåìåíòîâ u ∈
M , äëÿ êîòîðûõ èìååò ìåñòî

∃r(r <M 0M & r ∼M u).

Êðîìå òîãî, ìû ìîæåì êîíñòðóêòèâíî âûáðàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïî-

ïàðíî íå ∼M
-ýêâèâàëåíòíûõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà AM

αM
0 , αM

1 , αM
2 , . . .

òàê, ÷òîáû äëÿ ëþáîãî u ∈ AM
ñóùåñòâîâàë x ∈ N òàêîé, ÷òî u ∼M αM

x .

Òåïåðü ìû ìîæåì îïðåäåëèòü âû÷èñëèìóþ áèíàðíóþ îïåðàöèþ ∗ íà N ïî

ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: x ∗ y = z åñëè, è òîëüêî åñëè, èìååò ìåñòî

0M <M a <M u <M b <M v <M c <M w <M d

äëÿ íåêîòîðûõ u ∼M αM
x , v ∼M αM

y , w ∼M αM
z è a, b, c, d ∈ BM

òàêèõ ÷òî

a ∼M b ∼M c ∼M d.

Òàê êàê n � àëãîðèòìè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü èñõîäíîé ñòðóêòóðû è

(N, ∗) ∼= (N, ∗′), èìååì âû÷èñëèìûé èçîìîð�èçì ìåæäó (N, ∗) è (N, ∗(i))
äëÿ íåêîòîðîãî i, 1 ≤ i ≤ n. Â ñèëó êîíñòðóêòèâíîñòè äîêàçàòåëüñòâà òåî-

ðåìû äîëæåí òîãäà ñóùåñòâîâàòü âû÷èñëèìûé èçîìîð�èçì ìåæäó (Q, <

,∼(i)) è ñòðóêòóðîé (Q, <, ∼∗), ïîñòðîåííîé ïî îïåðàöèè ∗.
Îñòàåòñÿ ïîñòðîèòü âû÷èñëèìûé èçîìîð�èçì ìåæäó (Q, <,∼∗) è

(M,<M , ∼M ). Òîãäà êîìïîçèöèÿ äâóõ íàéäåííûõ èçîìîð�èçìîâ äà
ò èñ-

êîìûé âû÷èñëèìûé èçîìîð�èçì ìåæäó (Q, <,∼(i)) è (M,<M ,∼M).
Òàê êàê (M,<M ,∼M) ∼= (Q, <,∼′), ïåðå÷èñëèìîå ìíîæåñòâî BM

âû-

÷èñëèìûì îáðàçîì ðàçáèâàåòñÿ íà êëàññû ∼M
-ýêâèâàëåíòíîñòè BM

i , i ∈ I,

ïðè÷åì êàæäûé BM
i ñîäåðæèò â òî÷íîñòè ÷åòûðå ýëåìåíòà

aMi <M bMi <M cMi <M dMi

òàêèõ, ÷òî 0M <M aMi . Ïðè ýòîì çäåñü âîçíèêàåò ïëîòíûé ïîðÿäîê íà

èíäåêñàõ: i <I j ⇐⇒ dMi <M aMj .

Äàëåå, âû÷èñëèìàÿ �óíêöèÿ tM(i) = (x, y), ãäå i ∈ I è x, y ∈ N, ìîæåò

áûòü îïðåäåëåíà èç âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ

aMi <M u <M bMi <M v <M cMi
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äëÿ íåêîòîðûõ u ∼M αM
x è v ∼M αM

y . Òîãäà ÷åëíî÷íîå ïîñòðîåíèå ïðèâî-

äèò ê âû÷èñëèìîìó èçîìîð�èçìó ëèíåéíûõ ïîðÿäêîâ

g : (Q, <) −→ (I, <I),

òàêîìó, ÷òî tM(g(q)) = t(q) äëÿ âñåõ q ∈ Q. Ïîëàãàÿ

h(aq) = aMg(q), h(bq) = bMg(q), h(cq) = cMg(q) è h(dq) = dMg(q),

äîîïðåäåëèì h äî âû÷èñëèìîãî èçîìî�èçìà ñòðóêòóð

h : (Q+, <,∼∗) −→ (M+, <M ,∼M),

ãäå M+ = {m ∈ M | 0M <M m}.
Èç (M,<M ,∼M ) ∼= (Q, <,∼′) ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå âû÷èñëèìîé �óíê-

öèè sM , êîòîðàÿ êàæäîìó m <M 0M ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå çíà÷åíèå

sM(m) = i ∈ I òàêîå, ÷òî m ∼M aMi . �àñøèðèì òåïåðü âû÷èñëèìóþ �óíê-

öèþ h äî èçîìîð�èçìà ëèíåéíîãî ïîðÿäêà (Q, <) íà (M,<M) òàêîãî, ÷òî
äëÿ âñåõ r < 0 èìååò ìåñòî sM(h(r)) = g(s(r)). Ïîëó÷èâøàÿñÿ �óíê-

öèÿ h áóäåò âû÷èñëèìûì èçîìîð�èçìîì ìåæäó ñòðóêòóðàìè (Q, <,∼∗)
è (M,<M ,∼M).

Çàìåòèì, ÷òî àíàëîãè÷íûå ïðåäûäóùåìó äîêàçàòåëüñòâó ðàññóæäåíèÿ

ïðèâîäÿò ê âûâîäó î òîì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìîå ïðåîáðàçîâàíèå (N, ∗) 7→
(Q, <,∼) ñîõðàíÿåò òàêæå ñïåêòðû âû÷èñëèìîé êàòåãîðè÷íîñòè [27℄ è

ñïåêòðàëüíóþ ðàçìåðíîñòü [28℄. Â òîæå âðåìÿ èçâåñòíûõ òåîðåòè÷åñêèõ

îñíîâàíèé äëÿ òîãî, ÷òîáû ãîâîðèòü î ïîëíîé àëãîðèòìè÷åñêîé óíèâåð-

ñàëüíîñòè êëàññà ëèíåéíûõ ïîðÿäêîâ ñ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè õîòÿ

áû â êîíòåêñòå ðàáîòû [1℄, íåäîñòàòî÷íî.

Íåäàâíî Â. Å. Êàðïîâ è Ñ. Î. Ñïåðàíñêèé [14℄ ïîñòðîèëè äîâîëüíî

ñõîæóþ ñ òåîðåìîé 1 èíòåðïðåòàöèþ êîíå÷íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñòðóêòóð

â êëàññå êîíå÷íûõ ëèíåéíûõ ïîðÿäêîâ ñ ýêâèâàëåíòíîñòüþ äëÿ äîêàçà-

òåëüñòâà íàñëåäñòâåííîé íåðàçðåøèìîñòè ∃∀-òåîðèè ýòîãî êëàññà. Äàííàÿ
èíòåðïðåòàöèÿ ìîæåò áûòü ðàñïðîñòðàíåíà è â ïëîòíûå ëèíåéíûå ïîðÿä-

êè ñ ýêâèâàëåíòíîñòüþ, îáðàçóþùóþ êîíå÷íîå ÷èñëî �àêòîð-êëàññîâ, ïî-

ñðåäñòâîì äîáàâëåíèÿ åùå îäíîãî áåñêîíå÷íîãî �àêòîð-êëàññà. Ïðè ýòîì,

îäíàêî, â çàäàþùèõ èíòåðïðåòàöèþ ýêçèñòåíöèàëüíûõ �îðìóëàõ íåîáõî-

äèìî áóäåò èñïîëüçîâàòü ïàðàìåòð, îòìå÷àþùèé äàííûé �àêòîð-êëàññ.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1 òàêæå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ ïîäîáíî-

ãî ðîäà èíòåðïðåòàöèè êîíå÷íûõ ñòðóêòóð. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî âñåãî

ëèøü îãðàíè÷èòüñÿ êîíå÷íûì ÷èñëîì èíòåðâàëîâ Q[aq, dq], ïî îäíîìó äëÿ
êàæäîé ïàðû (x, y) = t(q). Ïîëîæèòåëüíûå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà, íå âõîäÿ-
ùèå â óêàçàííûå èíòåðâàëû, áóäóò îáðàçîâûâàòü íîâûé �àêòîð-êëàññ C,
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íàëè÷èå êîòîðîãî íå ïîðòèò èíòåðïðåòàöèþ óêàçàííûìè â äîêàçàòåëüñòâå

òåîðåìû �îðìóëàìè. Îòìåòèì, ÷òî è çäåñü íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü äî-

ïîëíèòåëüíûé ïàðàìåòð 0. Ïîýòîìó îáà ñïîñîáà ðàññóæäåíèé ïðèâîäÿò ê

íàñëåäñòâåííîé íåðàçðåøèìîñòè ëèøü ∀∃∀-òåîðèè ïëîòíûõ ïîðÿäêîâ, ðàç-
áèòûõ íà êîíå÷íîå ÷èñëî �àêòîð-êëàññîâ, à îòâåò íà åñòåñòâåííûé âîïðîñ

î ðàçðåøèìîñòè ∃∀-òåîðèè àâòîðó íåèçâåñòåí. Ïðè ýòîì åñëè óñëîâèå êî-

íå÷íîãî ÷èñëà �àêòîð-êëàññîâ ñíÿòü, òî íàñëåäñòâåííàÿ íåðàçðåøèìîñòü

∃∀-òåîðèè íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç [14℄, ïîñêîëüêó ïîñòðîåííûé â óêà-

çàííîé ðàáîòå êîíå÷íûé ëèíåéíûé ïîðÿäîê ñ ýêâèâàëåíòíîñòüþ ìîæíî

�óïëîòíèòü� áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì îäíîýëåìåíòíûõ êëàññîâ.

Ñëåäñòâèå 4. ∀∃∀-Òåîðèÿ êëàññà ïëîòíûõ ëèíåéíûõ ïîðÿäêîâ ñ ýêâè-
âàëåíòíîñòüþ, ðàçáèâàþùåé íîñèòåëü íà êîíå÷íîå ÷èñëî �àêòîð-êëàññîâ,

íàñëåäñòâåííî íåðàçðåøèìà.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî èç ðåçóëüòàòà Þ. Ø. �óðåâè÷à [29℄ ñëåäóåò ðàç-

ðåøèìîñòü òåîðèè ëèíåéíûõ ïîðÿäêîâ, ðàçáèòûõ íà çàðàíåå �èêñèðîâàí-

íîå êîíå÷íîå ÷èñëî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè. Ïîýòîìó òåîðèÿ, íåðàçðå-

øèìîñòü êîòîðîé óòâåðæäàåòñÿ â ñëåäñòâèè, ÿâëÿåòñÿ êî-ïåðå÷èñëèìîé.
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